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1. 前回の確認 
 前回は、 
・ パスカルの数三角形がどのようなものであるか 
・ ３つの帰結  
・ パスカルが数学的帰納法を使って証明していたこと 
について触れました。 
今日はそれらをふまえて 
 
 
 
について考えていきましょう。 

・ 数三角形はどのように役に立っているか 
・ 数三角形が今日パスカルの三角形と呼ばれているのはなぜか 

 
2. 確率の創始者としてのパスカル 
 パスカルは、数三角形だけでなく、確率の分野でも有名です。 
 

「17世紀には偉大な人々が数多く輩出し、また偉大な発見が数多くなされた。

おそらく、17世紀は人間精神の声価をもっとも高めた世紀だろう。 

 確率論は、この 17世紀の 2人の幾何学者によって誕生したのである。 

すなわち、パスカルとフェルマーが確率に関する問題をいくつか提示し、 

これを解決したのである・・・・・。」 

〔ラプラス『確率の解析的理論』より） 

 
 
 
 
 
 
 
3. 分配問題 
シェヴァリエ・ド・メレ（Chevalier de Mere）という有名な賭博者がパスカル
に以下のような問題を問いかけ、パスカルが解決したことが確率の始まりにな

ります。 
 
「2人の賭博者が対戦し、定められた得点を先にとったものが勝ちときめる。 
もし、この 2 人がゲームを最後までやりおえないで別れなければならない
とすると、2人の賭金をどのように分配すればよいだろうか？」 

 
以上のように、確率は賭事の問題から発展しました。 
そこで、この分配問題について扱っていきます。 
 
それでは、実際に分配問題について考えていきましょう。 
賭や分け前には、いくつかのルールがあります。まずは、そのルールを紹介し

ます。 



4. 賭のルール 
・ 賭博者はあらかじめ認め合った条件に従う。 
・ お金を賭けたら、賭博者はそのお金の所有権を失う。 
・ 賭をして、勝ったら賭金以上の金額がもらえる。 
・ 賭博者は、勝負がどのような段階であろうと、話し合いによって勝負をやめ

て、賭金の一部の所有権を回復することができる。 
 
5. 分け前のルール 

2人の賭博者が勝負の途中で賭をやめ、賭金を分けようとするときの 
正しい配分を分け前という。その際、分け前は双方が納得できるものでなけ

ればならない。 
 
・ 2 人の賭博者が勝負をして、一人が勝てば一定の金額をもらい、負ければ相
手のものになるという場合において、彼らが賭をやめて分け前を取ろうとす

るとき、正当に分けようと思うならば、勝ったときにもらえる金額から負け

たときにもらう金額を引いた金額を折半し、各自が自分の分を取ることであ

る。 
 
6. 問題 
それでは、パスカルの解いた問題を考えていきましょう。 
（ピストルは賭事の単位） 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2人の賭博者が 3回上がりの勝負をし、各々がそれぞれ 32ピストルずつ
賭けたとする。 

（Ⅰ）Aさんが 2回、Bさんが 1回勝っている。 
（Ⅱ）Aさんが 2回、Bさんが 0回勝っている。 
（Ⅲ）Aさんが 1回、Bさんが 0回勝っている。 
このとき、 

①次の勝負で Aさんが勝った場合 
②次の勝負で Bさんが勝って、そこで勝負をやめた場合 
③ここで勝負をやめた場合 

のそれぞれの場合について賭金の配分はどうなるか。 
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(Ⅰ）の場合について、パワーポイントを見ながら、一緒に数字を埋めていこう。 

今全部で 64 ピストルある。 

① Aさんが勝てば勝数が  になるので勝負が終わり、Aさんが全額  ピ
ストル。Bさんは  ピストルもらうことになる。 

② Bさんが勝ってそこで勝負をやめるとき、Aさんの勝数は  、Bさんの
勝数は  となり、そこで勝負をやめると、A さんと B さんが同じ立場
に立つので、分け前は半分ずつの  ピストルをもらうことになる。 

③ ここで勝負をやめると、A さんの勝数は  、B さんの勝数は  であ
り、正当に分け前をもらおうと思うときを考える。A さんが勝ったとき
にもらえる金額は、64 ピストルであり、負けたときにもらえる 32 ピスト

ルである。つまり、勝負の勝ち負けにかかわらず、  ピストルもらえ

ることになる。よって、分け前のルールにより、勝ったときにもらえる

金額から負けたときにもらえる金額を引いた金額を折半し、それを勝ち

負けにかかわらずもらえる 32 ピストルに足せば、Aさんの分け前である  
ピストルが決まる。Bさんは、全額から 48 ピストルを引いた  ピスト
ルが分け前となる。 

（Ⅱ）（Ⅲ）の場合について考えてみよう。 

 

 

 

 

 

 

 

 Aさん Bさん 

①      ピストル ①      ピストル 

②      ピストル ②      ピストル 

 

Ⅱ 

③      ピストル ③      ピストル 

①      ピストル ①      ピストル 

②      ピストル ②      ピストル 

 

Ⅲ 

③      ピストル ③      ピストル 

計算 
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7. 命題（③の場合）：分配問題 
 パスカルが分配問題を解くために、数三角形を使っています。それを『数三

角形論』の一部を読んで解釈していきましょう。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
解説 
例. 2人の賭博者が 3回上がりの勝負をし、各々がそれぞれ 32ピストルずつ賭
けたとする。 

Aさんが 2回、Bさんが 1回勝っているとき（3ページ、問題Ⅰの③）、なさ
れるべき分け前を数三角形を使って次のページの  に数字を入れてみよう。 
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 2人の賭博者があり、賭に決着をつけるには各自なお一定数の勝が不足しているとき、

（賭をせずに別れようとする場合に）なされるべき分け前を、各自に不足している勝を

考慮しながら、数三角形を用いて見出すこと。 



(1) Aさんに不足している勝数は   であり、Bさんに不足している勝数 
は   であるから、2人に不足している勝数の合計は   である。 

(2) その不足している勝数と同じ個数の細胞を持つ底辺である第   底辺を
とる。 

(3) そして、この底辺の細胞の第 1 の細胞から、B さんに不足している勝数で
ある   のと同じ数の連続する細胞をとり、それらの細胞の数の和は   

になる。 
(4) ゆえに、底辺には相手に不足している勝数と同じ個数   の細胞が残り、
これらの数の和   を作る。 

(5) よって、 

人の賭金
第□底辺の和

で出た数の和
さんの分け前＝ 2)3(

×Α ＝ 

 

人の賭金
第□底辺の和

で出た数の和
さんの分け前＝ 2)4(

×Β ＝ 

 
 問題のⅡの③でも確かめてみよう。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
問題のⅢの③でも確かめてみよう。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
数三角形を使って解いた答えも一致しましたね！ 
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8. 命題の証明 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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(5) 

以上は、パスカルが『数三角形論』の中で証明した文章です。 
この証明を 5つに分けて解釈していきましょう。 
（１） 以下の訳を読んで、パスカルはどのような証明法を使って証明しようと

しているのか考えてみましょう。 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[訳]この命題は無数の場合をもつとはいえ、私は 2 つの補題を用いて簡単にこれを証明し

よう。 

第 1. 第 2底辺は、双方合わせて 2勝が不足している 2人の賭博者の分け前を含んでいる。

第 2．もし任意の 1底辺が、そこにある細胞の数と同数の勝が不足している 2人の賭博者

の分け前を含むならば、次の底辺も同様である。すなわち、次の底辺もまた、そこにある

細胞の数と同じ勝が不足している 2人の賭博者の分け前を含む。 

ここから私は、数三角形のすべての底辺がこの性質をもつと一挙に結論する。なぜなら

ば、第 1の補題によって、第 2底辺はこの性質をもつ。故に、第 2の補題によって、第 3

底辺もまたこの性質をもつ。従って、第 4底辺もこの性質をもつ。以下限りなく同様であ

る。故に、この 2つの補題のみを証明すればよい。 
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[訳]第 1のものは自明である。なぜならば、もし一方に 1勝、他方にも 1勝が不足してい
るならば、彼らの分け前の条件はσ 対ϕ、すなわち 1対 1であり、各自がそれぞれ分数、

2
１

すなわち
σϕ

σ
+

を得ることは明らかである。 

（２） パスカルはここで何を言おうとしていたのでしょうか？ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
（３） 空欄を埋めよう。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[訳]第 2のものは次のようにして証明される。 

任意の底辺、例えば第 4底辺 Dλが合わせて 4勝不足している 2人の賭博者の分け前を

含むとする。すなわち、もし第 1の者に 1勝、第 2の者に 3勝が不足しているとすれば、

賭金の額のうち第 1 の者の得る分は、この底辺のすべての細胞の和を分母とし最初の 3

細胞の和を分子とする分数
λθ

θ
+++

++
BD

BD
であらわされる部分であり、一方に 2勝、相手

にも 2勝が不足しているとすれば、第 1の者の分数は
λθ +++

+
BD

BD
であり、第 1の者に

3勝、相手に 1勝が不足しているとすれば、第 1の者の分数は
λθ +++ BD

D
である、な

どとする。 
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（４）点線で囲まれた部分に注目し、どの帰結が使われているか考えましょう。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[訳]そうすれば,第 5 底辺もまた、合わせて 5 勝が不足している 2 人の賭博者の分け前を

含む。例えば、第 1 の者に 2 勝、相手に 3勝が不思しているとすれば、賭けられた金額

のうち第 1の者の得る分は
µ++++

++
RCEH
CEH

なる分数であらわされる。   

 なぜならば、それぞれに何勝かが不足している 2 人の賭博者の得るものを知るために

は、前の補題によって、第 1 の者が勝った場合に得る分数と負けた場合に得る分数とを

とり、異分母であればこれを通分した上、両分数の分子の和を分子とし分母の 2 倍を分

母とする分数を作らねばならない。 

故に、いまの場合の第 1の購博者が勝った場合と負けた場合とに得る分数を調べよう。

2勝が不足している第 1の者がこれからおこなう勝負にもし勝てば、彼にはもう 1勝し

か不足しておらず、相手には依然として 3 勝が不足している。故に、さきの仮説によっ

て、彼らの分け前は第 4 底辺において見出され、第 1 の者は
λθ

θ
+++

++
BD

BD
なる分数を

得ることになる。 

反対に、もし第 1 の者が負ければ、彼には依然として 2 勝が不足しており、相手には

もはや 2勝しか不足していない。故に、仮説によって、第 1の者の分数は
λθ +++

+
BD

BD

となる。故に、分け前の場合には、第 1の者は、 

µλθ
θ

++++
++

+++
++++

RCEH
CEH

BD
BDBD
すなわち

2222
 

なる分数を得ることになる。 

証明終 

分子が BDBD ++++ θ から CEH ++ になるときに、帰結第  が、 
分母が λθ 2222 +++ BD から µ++++ RCEH になるときに、帰結

第  が使われている。 
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9. フェルマー 
 パスカルは、この分配問題について友人のフェルマーと書簡を通して議論し

ています。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ピエール・ド・フェルマー Pierre de Fermat  (1601-1665)  
フランス生まれ 数学者・弁護士 
  業績 

確率論 
   フェルマーの数 
   フェルマー予想（最終定理） 
著書 

   『軌跡論入門』死後の 1679年に出版  

10. 書簡 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 パスカルとフェルマーによって確率論が創始された頃、この 2人はヨーロ
ッパでもっとも著名な数学者であった。この問題自体が興味深く、当時の著

名な 2人の数学者が論じあっていたので、この話は多くの人たちの話題の的
になってもよさそうであったが、実際は、2 人が研究を公表することに無関
心だったため、広く知られることはなかった。 
パスカルとフェルマーの往復書簡は、現在では 6通が確認されている。 
  Ⅰ．フェルマーからパスカルへ 1654年月日不明 
  Ⅱ．パスカルからフェルマーへ 1654年 7月 29日 
  Ⅲ．パスカルからフェルマーへ 1654年 8月 24日 
  Ⅳ．フェルマーからパスカルへ 1654年 8月 29日 
  Ⅴ．フェルマーからパスカルへ 1654年 9月 25日 
  Ⅵ．パスカルからフェルマーへ 1654年 10月 27日 
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その中から、書簡Ⅱの一部を読んでみよう。 
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[訳]じっとしていられないのは私も同じで、まだ床についているのですが、こう申上げな

いではいられません。昨日の夕方カルカヴィ氏から、賭の分け前に関するあなたのお手

紙を頂きましたが、それをどんなにすばらしいと思ったか、とても言葉でいえるもので

はないと。心ゆくまで讃嘆の言葉をつづける時間がありませんので一言で申しますと、

あなたは骰子遊びの分け前と勝負の分け前と、この二つの分け前を完全に正しく見出さ

れたのです。まことに嬉しく存じます。いみじくもあなたと同じものを見出したのであ

る以上、私が真理の中にいることはもはや疑いないところですから。 

骰子遊びよりも賭の分け前を定めるあなたの方法に私はずっと敬服致しました。骰子

遊びの分け前は、シュヴィリエ・ド・メレ氏またロベルヴァール氏など数人の方がすで

に見出されていたのですが、メレ氏は分け前の正しい値を見出すことは勿論、それを見

出す糸口さえお分りになれませんでした。それで私は分け前の正しい比を知っているの

は自分一人だと思っておりました。 

あなたの方法は非常に確かなものです。そして、私がこれを見出すべく努力していた

時、最初に考えついたのもまさにそれなのです。しかし組合せを使うと大へん手間がか

かりますので、私はそれを要約したもの、さらに適切に申せば、ずっと短く明晰な別の

方法を見出したのです。それをここで簡単にお話したいと思います。というのは、もし

できましたら、これからはあなたには心を開いて語りたいのです。それほど私たちが意

見を同じくしたということが私には嬉しいのです。パリでもトゥールーズでも真理は一

つなのですね。 

パスカルは、どんな気持ちでこの書簡をフェルマーに送ったのでしょう。 
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11．まとめ 
 
 
 

数三角形はどのように役に立っているか？

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
数三角形が今日パスカルの三角形と呼ばれているのはなぜか？ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2日間ありがとうございました。 
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