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要約  

本稿は、数学指導に音楽と関連深い教材を導入するこ

とによって、生徒の数学観の変容に有効であるかどうか

について考察するものである。ここでは、現在音階を表

すのに使われている平均律や基になっている音階を作

ったピュタゴラス学派と数学のつながりを取り上げる。

これらの事例の中で比例の考えが活用されてきたこと

を捉えることによって、生徒の数学観の変容を検討した。

その結果、生徒は数学を身近なものと捉え、日常生活に

潜んでいる可能性を認め、数学を学ぶ意義を再認識し有

効であることが示された。  

 

１．はじめに  

平成 11 年高等学校学習指導要領の各科目第 1 節、数学基礎の目標に

も「数学と人間のかかわりや社会生活において数学が果たしている役

割について理解させ、数学に対する興味・関心を高めるとともに、数

学的な見方や考え方のよさを認識し、数学を活用する態度を育てる。」

とある。この目標内の「社会生活において数学が果たす役割」と「興

味・関心」の 2 点に筆者は注目した。  

他教科とのつながりを考えた教材は数多く存在する。しかし、現代

での教科間のつながりという視点はあっても数学の考え方が活かさ

れている歴史的事例を題材にしたものは少ない。ＩＥＡ（国際教育到

達度評価学会）の第三回国際数学・理科教育調査の報告 (1999 年 )によ

ると、理数離れの進行があることが伺える。しかし、数学が人間の営

みの中で活かされてきたことを学ぶ中で、もっと身近に感じ数学を学



ぶ意義を確かめてほしいという思いがある。そこで、数学が使われて

いた当時の社会生活を知る上で、礒田 (2001)の「その解釈、吟味の対

象にできるのは、真正の歴史資料である一次文献、そしてその時代の

道具である」という立場から、一次文献の解釈により吟味していくこ

とのできる教材を開発した。なお、本事例では古代ギリシア数学と音

楽のつながりから現代の楽器に生きる数学までをまとめて教材化し

た「History of Mathematics Education」第 8 章 .4.2ｂ .Music scales

の事例を参考にした。  

このような立場から、数学が生徒の身近なところで活かされている

歴史的事実を追体験することが有効か否か、またそこから数学を学ぶ

価値を見出すことができるか否かを明らかにしていった。その上で、

このような教材が生徒の数学観を変容させるのに有効かどうか明ら

かにしていった。  

２．研究目的・研究方法  

研究目的：  

礒田 (2001)の立場から、音楽史の中で数学が活かされてきた事実を、

一次文献の解釈を通して追体験をすることにより、生徒は数学が日常

生活と密接に関連していることを捉えられるか否か、またそこから数

学を学ぶ価値を見出すことができるか否かを明らかにする。  

       研究方法：  

上記の目的を達成するために、以下の課題を設定し、事前事後アン

ケート、授業テキストと授業を記録したビデオに基づき考察する。  

課題１：生徒が数学の考え方が日常生活に活かされていることを感じ

取 れ る か  

課 題 ２ ： 課 題 1 に よ っ て 数 学 を 学 ぶ 価 値 を 見 出 せ る か 。  

３．授業概要  

３ － １  教 材 の 開 発  

実際に授業では、ピュタゴラス学派の音楽に対する考え方や平均律が作ら

れていく過程の理解を図るために、できる限り原典を用いた。まず、ピュタ

ゴラス学派の逸話については、ボエティウス著「音楽教程」および T．L ヒ

ース著（ 1978、平田寛 大沼正則 菊池俊彦訳）「復刻版 ギリシア数学史」

を、ギリシア時代の音の調和についてはアリストテレス著（ 1968、戸塚七

郎訳）「問題集」を用いた。また、平均律に関しては Giogeffo Zarlino 著「Le 

Harmonic Institutio」に載せてある図を、その中で使われていた器械



MESOLABIO についての理解を図るために Thomas Ivor 著「 Selections, 

illustrating the History of Greek Mathematics Vol.1」を用いた。  

   〈原典利用の解説〉  

ボエティウス著「音楽教程」  

 ５世紀に音の調和の概念を解明することを目的として書かれた。古代ギリシアの音楽論を

ラテン語に訳しボエティウスなりにまとめたものである。そして、最初の 4 巻では 2 世紀初

頭のギリシアの学者ニコマコスの著作を通し、数比例論を中心としたピュタゴラス学派の理

論を要約したと伝えられている。授業では第 1 巻 10 章の和訳を用いた。  

アリストテレス著「問題集」  

 健康や栄養、音楽のことなど、世間で話題に取り上げられそうなことを命題の形式で書き、

それを解説している。授業では音楽について書かれている第 3 章を用いた。  

Giogeffo Zarlino 著「 Le Harmonic Institutio」  

 16 世紀に書かれた音楽の理論書。音の協和について詳細に述べられている。授業では第 3

章の図を用いた。  

Thomas  Ivor 著 「 Selections, illustrating the History of Greek 

Mathematics Vol.1」  

 ギリシア数学に関連した著作集である。授業では、ギリシアの三大作図問題の一つ立方体

の倍積問題について記述された箇所を取り上げ、その解決に使われた器械 MESOLABIO の仕

組みと比の現れを追った。  

３ － ２  授 業 環 境  

 対象：国立大学附属高等学校 第 2 学年 5 名（選択教科「国際」履修者） 

※ 選択クラスのため、数学の履修状況に差異あり。  

実 施 日 時 ： 第 1･2 時間目 11 月 17 日（土）、第 3･4 時間目 12 月 1 日（土）  

準備：コンピュータ（windows）、作図ツール (Cabri Geometry）、マンド

リン（A 弦３本だけ張ったもの）、Microsoft Power Point、ビデオプロジ

ェクター、事前事後アンケート、ワークシート、授業資料、ビデオテープ  

３ － ３  授 業 展 開  

指導目標：音階が作られている過程において、比例が活用されている営

みから数学の考えそのものが日常生活に活かされていることを感じ取

らせる。  

 授業前に数学観の変容を見るためのアンケートをとった。  

  1 時間目  

ピュタゴラスが音の調和を発見した逸話から、ギリシア時代の音楽と数

に 対 す る 考 え 方 を 追 体 験 さ せ る 。  



§２．ギリシャ時代の美しい比例関係  
ピュタゴラスの時代には三つの比例，すなわち算術的比例と幾何学的比例，調和的比例とが

あったといわれる。 3 項があって，第 1 項の第 2 項より超える量が第 2 項の第 3 項より超え

る量と同一であるとき，算術的比例が存在する。また，第 1 項と第 2 項の比が第 2 項と第 3
項の比に斉しいとき幾何的比例が存在する。われわれが調和的比例と呼んでいるものは， 3
項があって，第 1 項が第 2 項より第 1 項の幾分の 1 かだけ超え，第 2 項が第 3 項より第 3 項

の 同 数 分 の 1 だ け 超 え る と き ， 存 在 す る 。  
(授 業 資 料 よ り )

 ギリシア時代の人々の暮らしを想像しやすいよう、ギリシアの遺跡で

当時の生活を再現したビデオを見せた。ここで、ギリシア時代でもピュ

タゴラスの活躍した紀元前 5 世紀の部分だけを見せることにする。  

 

 

 

 

 

 

次に、ボエティウス著「音楽教程」（以下、

原典①とする）の和訳中のピュタゴラスの逸

話をパワーポイントによって紹介し、ハンマ

ーの重さの比が 6：9：12，6：8：12 のとき，

打つ音は協和することを見つけた過程を追わ

せた。また、当時ギリシアできれいだとされ

た「 3 つの数の比例関係」のうち代表的なも

のを 3 つ取り上げ、数と音の調和の関係につ

いて探っていった。  

3 つの比例関係とは、算術的（等差）・幾何

的（等比）・調和的比例の３つである。これら

3 つの数の関係を把握しやすくするために、T.L.ヒース著（ 1978、平田

寛 大沼正則 菊池俊彦訳）「復刻版 ギリシア数学史」（以下、原典②

とする）から解釈させ、ワークシートに書かせた。（図①）その際、文

字を用いて代数的に表現する生徒と、具体的な数の例を見つける生徒が

見られた。なお、解説の際は、パワーポイントを効果的に用いたり、具

体的な数の例を用いたりして理解しやすいように配慮した。  

ピュタゴラス学派がどのように物事を捉えていたのかを感じ取らせ

るため、著物から以下の三点にまとめ説明した。  

①数が万物の根本原理であり、原形であり万物は数の関 係に従って秩序あ

る宇宙を作る。  

②感覚・知覚の弱さのために、我々は心理を判別できない。  

③実際認識されるものはすべて数をもつ。なぜなら、数というものなくし

ては何一つ心で把握することも認識することもで不可能だからである  

つまり、彼らはすべてのものを数で捉えようとしていたことを説明し

 

図①  



た。その上で、重さの比がきれいな３つの比例関係にあるとき、ハンマ

ーの音もきれいに協和することを発見した。  

 また、ピュタゴラスは、このことがハンマーの重さだけでなく、音楽

すべてにおいて適用できるのではないかと考え、弦の長さの比を考察し

ていったことを紹介し、次時に期待を持たせた。  

2 時間目  

 きれいに響く３つの音は、弦の長さの比が調和的・算術的・幾何的比例

の 関 係 に あ る こ と を 体 験 す る 。  

パワーポイントを使用して 1 時間目の復習をした。このとき、前時との

つながりを考え、以下の 2 点について生徒に把握させるよう留意した。  

①  ギリシア時代のピュタゴラス学派はすべてのものを数によって捉えよう

としていたこと。  

②  ハンマーの重さの比が美しい比例関係、、すなわち 6：8：12 または 6：9：

12 のとき、その打つ音は協和すること  

これらを踏まえてピュタゴラスは、弦の長さの比がきれいな数の比（つ

まり、ここでは、6： 8： 12、 6： 9： 12）で表されるとき、奏でる音もき

れいに調和するのではないかと考察を進めていったことを原典①の解釈

により読み取らせた。  

実際に弦楽器（マンドリン）を用いて実験させた。なお、

ここでは同じ太さの弦を 3 本だけ張っておく。  

 〈生徒の活動の記録〉  

１． 前述の長さの比をとるため、どの長さの比を基準の長

さ、つまり“ 6”の長さにとるか意見を出し合 った。

（写真②）楽器のしくみを考察した結果、最長の長さ

を開放弦（指で押さえない状態）にとることを決めた。  

２． １で決めた長さを測り、比のほかの長さを計算によっ

て算出した。ここで、この長さの弦をとるには指でフ

レット（指板）をおさえ、はじくほうの長さを短くす

ればよいことに気づいた。（写真③）  

３． 上のようにして求めた 3 つの長さになるよう弦を

指で押さえ、弦を弾いた。（写真④）音の高さの違いに

気づかせるため大きな音がでるようピックによって弦

を弾くよう助言した。  

４． 弾いた音がきれいに響いているか、耳をそばだて

写真②  

写真③  

写真④  



て聞き取ろうとする。（写真⑤）ところが、うまく弾け

ず生徒は和音として聞き取れなかった。  

５． 試行錯誤の末、弦を弾いていた生徒が次のことに

気づいた。（長さの比を 6： 8： 12 にとったとき）  

生徒 A：「ドソドに聞こえる！」  

生徒 B～ E：「えっ？ド？」  

    「踏み切りの音にしか聞こえないよ」  

生徒 A：（弦を弾きながら）「聞こえない？」  

生徒 B～ E：「言われてみれば・・・」  

     「あ、ほんとだ！」  

（生徒 A はエレクトーンを習っていた経験あり）  

生徒 A には現代的な和音として聞き取れたようであっ

た。  

同時に、6： 12 の比にとった長さの弦はオクターブの関

係にある1ことも合わせて見つけた。同様に弦の長さの比を

6：9：12 に取ったとき奏でた音の響きが、現代の音で「ド

ラド」であることに気づいた。  

ここで、生徒 A は弦の長さと音の高さの幅（度数）に、関係があるのでは

ないかと予想し、それらを明らかにするよう指折り音名を辿っていった。（写

真⑥）そして、生徒たちは、原典①（前掲）の記述と同様に、長さが２：１

のときは 8 度（オクターブ）、３：２のときは 5 度（低いドとソの関係）、４：

３のときは 4 度（低いドとラの関係）であることを発見した。  

この実験を活かし、アリストテレス著

「問題集」第 2 章“音楽について”（以下、

原典③とする）にある問の解釈を行った。（図③、写真⑦）ただし、生徒に

とって原典③中の“ 8:12 の 2 倍”2という表現の解釈が困難であることが伺

えたため、 1 つ目の問のみヒントを与えた。  

                                        
1  ６の弦に対し、12 の弦は 1 オクターブ高い音を奏でる。説明の際、音楽の話に立ち入り過ぎないよう留意した。 
2 “ 2 倍”とは比を 2 回取ることであり、“ 8:12 の 2 倍”とは、基準とする量１に対し、その比の値の二乗をか

け る 、 す な わ ち 1× 8/12× 8/12＝ 4/9 を と る こ と で あ る 。  

写真⑤  

写真⑥  

写真⑦  

問 . 
8：12 の 2 倍、あるいは 9：12 の
2 倍は調和しないが、8：12 の 2
倍は調和するのはなぜか。  

 図③  



これをワークシート上で考察させ、さらにギリシア時代の 3 つの比例関

係（算術的・幾何的・調和的比例）に該当するかどうかも検討させた。こ

こでは、もとにする長さを 1 とし、ながさをまず分数の比によって表現し

ているが、分母の最小公倍数を乗じることにより、整数の比として見直す

よう補足説明した。そして、パワーポイントによって著者の解釈を示した。 

以上の活動により、長さの比が当時美しいとされた３つの比例関係にあ

る 3 本の弦は、協和音を奏でることを体験として会得させた。  

また、授業の最後には授業後の感想を書いてもらった。  

3 時間目  

 新しい音階の歴史と、比例中項の考えを利用して現在の音階が考え出され

た こ と を 知 る 。  

パワーポイントを利用して、1･2 時間目の復習をした。ここで生徒に音の響

きを聞く中で数比例の関係を見出したことを印象付けるため、以下の４点を確

認した。  

１． ピュタゴラス学派では「万物の根源はすべて数である」と考えられていた

こと  

２． ハンマーの重さの比が６：８：１２または６：９：１２のとき打つ音は 協

和すること  

３． ギリシア時代には、算術的・幾何的・調和的比例という３つの美しい比例

関係があったこと  

４． きれいに響き合うハンマーや弦では、それぞれ重さや長さの比が３つの比

例関係（算術的・幾何的・調和的比例）で表されること  

 自然現象から見出した協和の関係3を活かして、ピュタゴラス学派は音階（ピ

ュタゴラス音階）を作ったことを知らせる。ただし、ここでは、現在使用され

ている音階（平均律）の形成過程を追うことに重点を置くため、詳細には立ち

入らないようにした。また、今から 1500 年以上も前に作られたピュタゴラス

音階が長い間使われていたが、 14 世紀の教会音楽の発達に伴って、複雑な和

音を奏でる必要に迫られて、新しい音階が作られるようになったことを授業資

料の略史で追った。このとき、試行錯誤の積み重ねにより、現在

も使われている平均律が作られていったことを感じ取らせた。  

ギリシア以降も、長さが調和的・算術的・幾何的比例の関係にあ

る音を基にして音階が考えられていたことを教材から読み取ら

                                        
3音階を作るのに活かされたのは、弦の長さの比が３：２のとき、 5 度の響きの異なる音が生じる関係である。  

 

 

 

図⑤  



せる。また、その音階が長い間使われていていたが、14 世紀の教会音楽の発

達に伴って新しい音階を作られるようになったことを略史で追う。また、新し

い音階は、従 来の音階が自然な音の響きに着目したのに対し、1 オクターブを

機械的に等分して音程を決めていくものであり、「隣り合う二つの音を奏でる

弦の長さの比が一定」になるように取ることを授業資料によって伝えた。なお、

このことは言葉では伝わりにくいため、次のような式を用いて理解を図った。 

１オクターブ中で低い音を奏でる弦の長さから順に a,b,c…… k,l とすると  

2： a=a： b=b： c=…… =k： l=l： 1 と表せる。  

つまり、これらの長さを求めるには、上式の 12 個の

比例中項を求めればよいことを説明した 4。これを累乗

根が存在しなかった 16 世紀当時、幾何的方法により

長さを求めようとした人がいることを紹介した。彼の

名は、16 世紀のイタリア人 Giogeffo Zarlino。その著

物「Le Institutioni Harmoniche」（以下、原典④とす

る）の図を利用し（図⑤）比例中項がどこに現れるか予想させ、なぜ比例中項

になるのかその理由についても考えさせた。さらに、Zarlino が 12 個の比例

中項を幾何的に表現する際に用いた「 MESOLABIO」の図において、比例中

項がどこに現れるのかを予想させ、次時に期待を持たせた。（写真⑧）  

4 時間目  

平均律を生み出す際に比例中項がどのように活かされていたか

を Zarlino、の原典を解釈し、現在使われている音階や弦楽器の構

造にも比例の考えが使われていることを知って数学が身近に感じ

ら れ る よ う に す る 。  

前 時 の 最 後 に 予 想 し た こ と を 発 表 さ せ る 。 そ し て 、

「 MESOLABIO」がいつ使われたものであるか、またどのような

動きなのかを Cabri GeometryⅡやイタリアの歴史博物館のホー

ムページ 5を利用して理解させるようにした。このとき、実際に

パソコン上でホームページ中の図形（写真⑦⑧）を見たり操作さ

せたりした。その上で、Thomas Ivor 著「 Selections, illustrating 

the History of Greek Mathematics Vol.1」（以下、原典⑤とする）の中

                                        
4 こ こ で 、 比 例 中 項 と は a： b=b： c の 関 係 に あ る と き の b で あ る こ と を 補 足 し た 。  

5 http://www.museo.unimo.it/theatrum /macchine/141sch.htm 
 

写真⑦  

写真⑧  
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に、比例中項が現れることの代数的な証明を解釈させた。  

ここでは、自力で解

釈できるように、数学

の専門用語のみ和訳

をワークシート（図

⑦）に載せたり、平行

線の性質について補

足説明したりして配

慮した。そして、口頭

で、この考え方を活か

して音階が作られて

いったことを紹介し、

興味のある人はその

続きを調べてみるよ

う提案し終えた。  

また授業終了後、数学観の変容を見るために、事後アンケートと感想を

書いてもらった。  

４．結果・考察  

今回の研究の課題は、「音楽史を利用した数学史教材を解釈・追体験す

ることにより、生徒は数学が日常生活と密接に関連していることを捉え

られ数学観が変容するか。またそこから数学を学ぶ価値を見出すことが

できるかどうかを明らかにする」であった。このことは、事前事後アン

ケートから読み取れる。  

課題１：生徒は、数学が日常の身近なところで関連していていることを捉え、

数 学 観 が 変 容 す る か 。  

 事前アンケートにおいても、数学と他教科の結びつきを取り上げている生徒

は多かった。その科目とは  

生徒Ａ：政 治 経 済  現 代 社 会  日 本 史   地 理  世 界 史  英 語  

生徒Ｂ：物 理  化 学  生 物  体 育  

生徒Ｃ：物 理  

生徒Ｄ：物 理  

生徒Ｅ：化 学  物 理  生 物   （すべて事前アンケートより。生徒の記述をそのまま抜粋） 

である。しかし、上記の授業場面を想起してみると、データや数値の処理を

する際に「計算手段として」数学を用いていると考えられる。つまり、数学

図⑦  



の考え方自体を用いているものはないと考えているようである。  

   ところが、事後アンケートや、授業中の感想には次のようなものがあった。 

生徒Ａ：音楽と数学が結びついているとは思わなかった。主に理系科目だけにつながっていると

思っていたのでちょっと身近に感じた。音 楽 と結びついていることにすごく驚きました。音楽は好き

なのに・・・（涙 ） 

生徒Ｂ：数学は身近だと思うようになりました。(前からかしらん？） 

生徒Ｃ：音楽と数学が結びついていることは意外でとても驚いた。かなり好きな音楽と大嫌いな数

学が結びついているとは何か変なカンジ。でも、日常に数学があるのかもしれないとも思ってきた。 

（事後アンケートより。下線は筆者が引いた） 

これらの記述から生徒たちは今まで、数学を自分とは疎遠な学問だと感じ

ていたが授業でこのような話題に触れることにより身近に感じられるように

なったと考えられる。多くの生徒は、このような音楽と数学の意外な結びつ

きに戸惑いを隠せないようであった。  

特に、生徒Ｃにおいては、この記述から身近なところに数学が潜んでいる

可能性を認めていると考察できる。つまり、「計算手段」としての数学から、

考えそのものが構造に活用されているという、原理として他教科に生かされ

ている数学へと数学観を変容させることもできたと考察することができる。  

課 題 ２ ： 課 題 1 に よ っ て 数 学 を 学 ぶ 価 値 を 見 出 せ る か 。  

    授業後の感想には以下のようなものがあった。  

生 徒 B： いろいろな学問に必要ナンダナァ。右脳系と左脳系で数学が音楽にも結びついてい

ると知ってびっくりした。数学ってやっぱり必要なのかもと思うようになった。 

生 徒 D： とても楽しかったです。（^ ）^ただ計算だけではないんだなと実感しました 。昔の人たち

はすごいなーと思いました ! 

 授業前生徒は、数学は理系科目にのみ計算手段として活用されるものだと思

っていたことが伺える。ところが日常生活に潜む数学の歴史的事実を教材に用

いて、生徒自身に体験させることを重視したため、計算を使わない文系科目に

も考え方が活用されていること、また先人たちの知恵を認めたうえで数学を学

ぶ必要性を感じられるようになったと考察してよいだろう。  

5．おわりに  

 この研究では、音楽史を利用した数学史教材を解釈・追体験することに

より、①生徒は数学が日常生活と密接に関連していることを捉えられ数学

観が変容するか②またそこから数学を学ぶ価値を見出すことができるか

否かを考えてきた。礒田 (2002)もいっているように、「数学観は、身体の

ごとく成長するものではなく、経験によって変容するものである。我々の



役割は、生徒の心を育てるべく、その経験を我々の信ずる数学の文化体験

という形で実現していくことにある。求められるべきことは、我々自身が

数学的活動をすることであり、その活動を生徒自身が自らの文化的営みと

して実践できるように展開することである。その際、我々の狙いは、生徒

が既習を生かしつつこれまでにない未知の、新たな体験をすることであり、

生徒が振り返って、体験を通じて進化した自分とそれまでの自分を対比し

て、自らの学びのよさとさらなる発展、成長への抱負を教訓（よさ）とし

て語れることにある」。このように、身近な事象と数学の結びつきを体験

することにより数学観を変容させた生徒は、数学を学ぶ価値も見出すこと

ができるとわかった。  

  しかし、授業者の力量不足のせいか、次のような生徒の記述も見られた。 

生徒Ｅ：どんなにこのようなことを考え出したとしてもすごいとは思えませんでした。 

興味関心が私にはないのです。 

この生徒は、数学的に解釈させる活動に移った時点で嫌悪感を授業者に

示していた。また、授業中の対話から数学にも音楽にも苦手意識を抱いて

いることが判明した。このように尋常でない「数学アレルギー」を持って

いる生徒は多く見られる。このような生徒も、嫌悪感を乗り越えて興味を

抱けるような話題があれば、数学観を変容させる可能性はある。今後、音

楽に限らず、一人でも多くの生徒が興味を抱けるような多様な話題を見つ

けるとともに、より多くの実践例を開発していく必要があると思う。  
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